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@ DEFINITION DE LA DERIVABILITE

Etudier la dérivabilité sur R de :

1) ) six<0
X — ac .
x* six>0
) OO x?+x six>1 (@b eR)
X —> a,b eR).
ax®+bx+1 six<1
| x|
3 X— —
) 00 1+ |x2—1|

‘/* ~‘ Montrer que la dérivée d’une fonction dérivable
" paire (resp. impaire, resp. périodique) est impaire (resp.
paire, resp. périodique).

) @® Soienta €eRet f : R—> R dérivable en a.
| 3|
~ fla+h)—f(a+h?) ,

N ?

Que vaut lim
h—0

® @ Soient f € ¥'(R,R) et a € R. Montrer que si

‘ 4 ‘f (a) #0, f est injective au voisinage de a.

"E\ @@ Soit f € @([a, b],R). On suppose que :
— fla)=f()=0, f'(a)>0 et f'(b)>0.

Montrer que f s’annule sur ]a, b[.

‘ 6 ‘ (™ (®(® Déterminer toutes les fonctions f € €' (R R)
— pour lesquelles pour tout x e R:  f o f(x)= Z +1.

@ CALCULS DE DERIVEES SUCCESSIVES

‘; ~‘ Calculer les dérivées successives de :
1) a) x—a* (a>0).
b) x—x%* (a€R). ¢) sin et cos.

1
d) x— —— (aeR).
x+a
1+x

2) a) x+~— In(3—2x). b) x— .
1 —X

c) x— .
x2—1
3) ®® a) x—xie.

b) x+— x%sinx.

‘ ‘ ®@® On note f la fonction x — e*V3sinx sur R.
Déterminer pour tous n € N et x € R, gréace a I'expo-
nentielle complexe, deux réels A et ¢ dépendant de n
pour lesquels f™(x) =Ae V3 sin(x + ).

9] Q0 . :
~ 1) Onnote f lafonction x — e* . Montrer pour tout
n € N qu'il existe un polynéme P, € R[X], de de-
7\ 7 . 2
gré a préciser, pour lequel f ™ (x) = P,(x)e*" pour
tout x € R.

DERIVABILITE

2) On note f la fonction x — . Montrer pour

X2
tout n € N qu'il existe un polynéme P, € R[X], de
P (x
degré a préciser, pour lequel f ™ (x) = L)nﬂ
pour tout x € R. (x2+1)

(®(®(® Pour tout n € N*, calculer la dérivée n®™¢ de
‘ 10‘ n—1
x> x""In(1+x) sur ]—1,+00[.

®® @ Montrer que pour tous n € N* et x € R* :
‘ que p

‘ 11 da" 1 =" 1
— (x” ! e_) ex.
dxn xn+l
‘ 12‘ ®®@® Montrer que pour tousne€N* et x eR :
Arctan ™ (x) = (n= )'ﬂ sin (nArctanx + 7“)
(x2+1)2

@ ROLLE ET ACCROISSEMENTS FINIS

(® Montrer que :

‘E,‘ 1) pourtoutx =20: x<e‘—1<xe*
2) pourtoutx €R: chx—1<xshx.
‘ 14 ‘ 1
- 1) Soit f € € ([a b] R) Montrer que f est lipschit-
zienne sur [a, b].
2) Soit f € (R, R) périodique. Montrer que f est
lipschitzienne sur R.
‘15‘ ®® Soit f € @([0 1], ]R) On suppose que :

fO)=f1)=£'(0)=
Montrer que la tangente de f en un certain point de
10, 1[ passe par l'origine. On sera sans doute amené a

X
étudier la fonction x — m
X

(® @ Soient n = 2 entier et p,q € R.

‘ L6 ‘ 1) Montrer que le polynéme X" + pX + q possede au
plus trois racines réelles.
2) Montrer que sin est pait, X"+pX +q possede méme
au plus deux racines réelles.
‘ 17‘ ®@® Soit n € N*. On note P le polynéme ( X2 — l)n.

") 1) Montrer que pour tout k € [0,n—1] :
PO(—1)=rP®1)=0

2) En déduire que P™ est scindé sur R.
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1) a) @ Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal 2) Justifier I'existence de H f (")” , puis montrer que
a 2 et scindé sur R a racines simples. Montrer pour tout x € [a, b] -
que P’ est aussi scindé sur R & racines simples. }f( )} Hf " ”DO l_[ |
b) @ Méme question, mais sans la précision T
« a racines simples ».
2) ®O
a) Soit P € R[X] scindé sur R a racines simples. O®
Montrer que p ‘he peut posseder deux coeffi- ‘276‘ 1) Soient I un intervalle, f € €""'(I,R) eta € I. Soit
c1epts consécutifs r.1uls: en outre x € I fixé distinct de a.
b) Soient P E.R[X ]scindé sur R etz)\ > 0. Montrer a) Déterminer un réel A pour lequel la fonction :
que les racines complexes de P~ + A sont toutes f k)( ) A
simples. s Fx —t)f—————— (x—t)**!
Flx)- Z R e A
S annule en a, puis simplifier ¢’.
‘ @@ Soit f : R, — R une fonction continue sur R, b) En déduire que pour un certainc €1 :
et dérivable sur R pour laquelle 11m f £f(0). Mon- Fl (a) FD() "
n
trer que f’ s’annule sur R¥. Ce resultat est bien str une flx)= Z (x—a)+—= i+ 1) (x—a)*™".
généralisation du théoréme de Rolle.
Pourqu01 est-ce encore vrai si x =a?
¢) Endéduire que si } f (”+1)| est bornée sur I, alors
‘20‘ () Soient I un intervalle et f € 9(I,R). pour tout x € I (inégalité de Taylor-Lagrange) :
~~/ 1) Soienta,b €I aveca < b et y € R compris stric- f(k (a) . |x (1)
tement entre f'(a) et f(b). Pourquoi la fonction flx)— Z (x—a) ( n 1), Hf ”oo
x — f(x)—xy n’est-elle pas injective ?
2) En déduire que f’(I) est un intervalle (théoréme de 2) Montrer que pour tout x €R :
Darboux). ok +00 2k
k
e’ = et cosx = —
Z X g( 1) (k)1
‘2 | ®@® Soit P € R[X]. On suppose que P(x) = 0 pour
tout x € R. Onpose Q=P+ P’ +P" +... O®
1) Montrer que P et Q ‘sont de d.eg.re pair si P # 0. \ {7\ 1) Soit f € (gg([a’ b],R).
2) Montrer que Q possede un minimum sur R. . . [ .
, S a) Déterminer un réel A pour lequel la fonction :
3) Que vaut Q —Q’? En déduire que Q(x) = 0 pour (x a)g
tout x € R. (f (@)+f (x)) A
s’annule en b
b) Montrer, en étudiant les zéros de ¢ et de ses
‘ 22 ‘ ®®O® Soient f € 9(R?%,R) et £ € R. Montrer que si dérivées, que pour un certain ¢ € ]a, b[ :
- fx) _ ( )
Jm ffx)=¢, alors lim == =¢. Fb) = fl@)+ =2 = (f@+f) - FO).
( ) 2) OO Smentf € ¢*([a,bl,R) etn € N* On
G O®® Soit f € 2([0,1],R) une fonction pour la- ) b—a
3 ) quelle f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer que pour tout pose pour tout k €[0,n] = x =a+k
n € N*, il existe des réels x;,...,x, € ]0,1[ distincts a) Montrer que pour tout k € [0,n—1], 11 existe
pour lesquels f'(x;)+...+ f'(x,) =n. . un réel ¢; € ]xy, X1 [ pour lequel :
ket b—a (b—a)®
(@) dt = == (f (0 +f Can)) = =55 £ (@)
X
| 24 Montrer que pour tout P € R[X ] non constant, ‘ et interpréter géométriquement.
— I’ensemble {x eR| P(x)= sinx} est fini. b) Justifier l'existence de ||f /|| o0 , puis montrer que :
b n—1
b—a [ f(a)+ f(b) b—a
foodr -5 | W D
Y @O Soit f € 6" ([a b] R) On suppose que f s’an- a n 2 n o3
nule en au moins n points distincts ay, ... a,. < (b—a)® &l
1) Soit x € [a, b] fixé distinct de a4, ...,a,. =~ T 12n2 floo-
a) Déterminer un réel A pour lequel la fonction
£ s f(t)—A(t—a;)...(t—a,) s’annule en x.
b) Montrer, en étudiant les zéros de ¢ et de ses ‘ ‘ GO ® Soit f € €*(R*,R). On suppose que la fonc-
dérivées, que pour un certain ¢ € Ja, b[ : = tion x = x*f(x) est bornee et que 11mf (x)=
_ £0(c) 1) Montrer que pour tous x >0 eta € ]O 1[, il existe
fO)=G—a)...(x—a,) y un réel & € Jax, x[ pour lequel :
P?urqu01 est-ce encore vrai si x est I'un des Flax) = F(x) = (1—a)xf/(x )+( —a)’ X2f1(E).
réels a;,...,a,?
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2) En déduire que liH(l) xf'(x)=0
X —

@ SUITES RECURRENTES
ET ACCROISSEMENTS FINIS

® @ Onnote f la fonction x —

X
‘29‘ i sur[1,+ool.

x
1) Justifier l'existence de la suite (u,),cy définie par
uy=1etu,; =f(u,) pour tout n € N.

2) a) Montrer que |u, —e| < pour tout n € N.

b) En admettant que e < 3, determmer a la main
un rang n EXPLICITE pour lequel u,, est une ap-
proximation de e & 102 pres.

‘30‘ @@ Soit U € [0,1]. On note (u,) ey la suite telle
- elln

que Upy1 = et 1

1) Montrer que (u,),cy €st a valeurs dans [0,1].

2) Montrer qu’il existe un et un seul réel a pour lequel
ea

pour tout n € N.

= @, puis montrer que a € [0,1].
e p q [0,1]

1 n
3) a) Montrer que |u, —al < (Z) pour tout n € N,

puis que (u,),ey CONVerge vers a.

b) Déterminer a la main un rang n EXPLICITE pour
lequel u, est une approximation de a a 107°
pres.

® @ Soient I un intervalle, f € €¥'(I,R) une fonction
et a € I un point fixe de f. On suppose I stable par f et
on note (un (x))neN pour tout x € I la suite définie par
Up(x)=xetu,1(x)= f(un(x)) pour tout n € N.
1) On suppose que |f’(a)| <1
a) Montrer l'existence de deux réels K € [0, 1] et
a > 0 pour lesquels f est K-lipschitzienne sur
INJa—a,a+al.
b) Etudier la nature de la suite (un(x))nEN pour
tout x € I NJa—a,a+ af. On dit que le point
a est attractif (pour f).
2) On suppose que }f’(a)} > 1.
a) Montrer l'existence d’un réel a > 0 pour lequel
pourtout x €INja—a,a+al :

x#a = |f(x)—f(a)} > |x —al.
On dit que le point a est répulsif (pour f).
b) Quelle propriété trés particuliere la suite (un (x))
a-t-elle si elle converge vers a ?

\3\

neN

@ LIMITE DE LA DERIVEE

32) ¢ o .
“7) 1) Quelle est la dérivée de x — In|x| sur R*?
2) Montrer que la fonction x — x21n|x| est prolon-
geable en une fonction de classe 6! sur R tout
entier.

DERIVABILITE

®@® Soit f € €*(R,,R) une fonction pour laquelle
£/(0) = 0. Montrer qu’il existe une fonction g € (R, R)
pour laquelle f(x) = g(xz) pour tout x = 0.

\33\

,_.

*

‘34‘ ® @ Onnote f la fonction x — e~ X sur R.
~ 1) Montrer que f est prolongeable en une fonction
de classe € sur R,, encore notée f.
2) Montrer que pour tout n € N, il existe un poly-
néme P, € R[X] pour lequel f ™(x) =P, (l) e_%
pour tout x > 0. X
3) En déduire par récurrence que le prolongement de
f dela question 1) est de classe €°° sur R,.

35) OO o
) 1) Soit f :]a,b] — R une fonction K-lipschitzienne
avec K = 0.
a) Justifier pour tout x €]a, b] 'existence des réels :
M(x)=sup f(t) et m(x) = inf f(t).
tela,x] t€]a,x]
b) Etudier la monotonie des fonctions m et M sur
la, b] et montrer que pour tout x € Ja, b] :

M(x)—m(x)<K|x—al.

¢) En déduire que f est prolongeable par conti-
nuité en a.

2) a) Soit f € @(]a,b],R). Montrer que si f’ pos-
séde une limite finie en a, alors f est prolon-
geable en une fonction dérivable sur [a, b] dont
la dérivée est continue en a.

b) Comparer soigneusement le résultat de la ques-
tion a) au théoréme de la limite de la dérivée
et montrer qu’il est faux si on y remplace ]a, b]
par I\ {a} ou I est un intervalle dont a est un
point intérieur.

c) Soit f € ‘ék(]a, b],R). Montrer que si f ® pos-
séde une limite finie en a, alors f est prolon-
geable une fonction de classe €% sur [a, b].




